
Upologistik  Poluplokìthta

Poll� probl mata, an kai epilÔsima, den faÐnetai na mporoÔn na epilu-
joÔn upì kammÐa praktik  ènnoia apì upologistèc exaitÐac twn uperbo-
lik¸n qronik¸n apait sewn touc.

Prìblhma tou PeriodeÔontoc Pwlht : DÐnetai èna sÔnolo {c1, . . . , cn} apì
n pìleic kaj¸c kai ènac n × n pÐnakac d apì mh arnhtikoÔc akeraÐouc,
ìpou dij eÐnai h apìstash an�mesa sthn pìlh ci kai thn pìlh cj. Mia lÔsh
sto prìblhma eÐnai mia di�taxh 〈cπ(1), . . . , cπ(n)〉 h opoÐa elaqistopoieÐ thn
posìthta: cost(π) = dπ(1)π(2) + dπ(2)π(3) + · · · + dπ(n−1)π(n) + dπ(n)π(1).

'Enac algìrijmoc pou exet�zei èna proc èna ta pijan� dromolìgia qrei�ze-
tai qrìno thc t�xhc tou (n − 1)!. 'Otan to n eÐnai meg�lo, eÐnai praktik�
adÔnato na lÔsoume to prìblhma autì.



ApodotikoÐ Algìrijmoi

Pwc mporeÐ na ekfrasteÐ h ènnoia tou {apodotikoÔ (efficient) algorÐjmou}?

'Enac algìrijmoc pou apaiteÐ n!   2n b mata, eÐnai profan¸c mh realisti-
kìc.

AntÐjeta, ènac algìrijmoc pou apaiteÐ poluwnumikì qrìno, eÐnai pio elku-
stikìc.

('Enac poluwnumikìc algìrijmoc me qrìno ektèleshc n100 den akoÔgetai
idiaÐtera elkustikìc. 'Omwc ìtan èna prìblhma mporeÐ na lujeÐ se poluw-
numikì qrìno, sun jwc to antÐstoiqo polu¸numo eÐnai mikroÔ bajmoÔ.)



H Kl�sh P

Orismìc: Mia mhqan  Turing onom�zetai poluwnumik� fragmènh an up-
�rqei polu¸numo p(n) tètoio ¸ste h mhqan  na termatÐzei p�nta met� apì
p(n) to polÔ b mata, ìpou n eÐnai to m koc thc eisìdou.

Orismìc: Mia gl¸ssa onom�zetai poluwnumik� apofasÐsimh an up�rqei
mia poluwnumik� fragmènh mhqan  Turing pou thn apofasÐzei.

H kl�sh twn poluwnumik� apofasÐsimwn glwss¸n sumbolÐzetai wc P.



H Kl�sh P, sunèqeia

MporoÔme t¸ra na ekfr�soume mia eklèptunsh thc jèshc twn Church-
Turing:

{Oi poluwnumik� fragmènec mhqanèc Turing kai h kl�sh P ekfr�zoun ikanopoi-

htik� tic diaisjhtikèc ènnoiec, antÐstoiqa, twn apodotik¸n algorÐjmwn kai

twn realistik� epilÔsimwn problhm�twn.}

Je¸rhma: H kl�sh P eÐnai kleist  wc proc to sumpl rwma.

Apìdeixh: EÔkolh (giatÐ?)



ParadeÐgmata

Poll� gnwst� probl mata antistoiqoÔn se gl¸ssec pou an koun sto P.

Prìblhma thc Prosbasimìthtac (Reachability) : Dedomènwn enìc kateu-
junìmenou graf matoc G ⊆ V × V , ìpou V = {v1, . . . , vn} eÐnai èna
peperasmèno sÔnolo, kai dÔo kìmbwn vi, vj ∈ V , up�rqei monop�ti apì
ton vi ston vj?

To prìblhma thc prosbasimìthtac mporeÐ na anaparastajeÐ apì th gl¸s-
sa:

R = {k(G)b(i)b(j) : up�rqei monop�ti sto gr�fhma G apì ton vi ston vj}

ìpou ta b(i), b(j) eÐnai oi duadikèc anaparast�seic twn i, j kai k(G) eÐnai
k�poioc logikìc trìpoc kwdikopoÐhshc grafhm�twn wc sumboloseirèc.

EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti to prìblhma thc prosbasimìthtac eÐnai sto
P.



ParadeÐgmata

KÔkloc Euler: Dedomènou enìc kateujunìmenou graf matoc G, up�rqei k-
leistì monop�ti sto G to opoÐo qrhsimopoieÐ k�je akm  akrib¸c mÐa for�?
'Ena gr�fhma pou perièqei èna tètoio monop�ti onom�zetai gr�fhma Euler.

H gl¸ssa L = {k(G) : to G eÐnai gr�fhma Euler} an kei sto P giatÐ ta
graf mata Euler qarakthrÐzontai apì to ex c je¸rhma:

Je¸rhma [Euler] 'Ena gr�fhma G eÐnai gr�fhma Euler an kai mìno an èqei
tic parak�tw dÔo idiìthtec:

1. Gia k�je zeÔgoc kìmbwn u, v tou G kanènac apì touc opoÐouc den eÐnai
apomonwmènoc, up�rqei monop�ti apì ton u ston v.

2. 'Oloi oi kìmboi èqoun Ðso arijmì eiserqìmenwn kai exerqìmenwn akm¸n.



ParadeÐgmata

KÔkloc Hamilton: Dedomènou enìc mh kateujunìmenou graf matoc G, up-
�rqei kÔkloc pou pern�ei apì k�je kìmbo tou G akrib¸c mÐa for�? 'Enac
tètoioc kÔkloc onom�zetai kÔkloc gr�fhma Hamilton.

KaneÐc mèqri s mera den èqei katafèrei na anakalÔyei poluwnumikì al-
gìrijmo gia to prìblhma tou kÔklou Hamilton.

To prìblhma bèbaia eÐnai profan¸c epilÔsimo (p¸c?)



ParadeÐgmata

To prìblhma tou PeriodeÔontoc Pwlht  pou  dh suzht same, eÐnai èna
prìblhma beltistopoÐhshc: anazhtoÔme thn kalÔterh apì ìlec tic lÔseic
me b�sh k�poia sun�rthsh kìstouc.

P¸c mporoÔme na metatrèyoume ta probl mata beltistopoÐhshc se gl¸c-
sec, ¸ste na melet soume thn poluplokìthta touc me komyì trìpo?

Basik  Idèa: Efodi�zoume k�je eÐsodo me ènan periorismì sth sun�rthsh
kìstouc.



Probl mata

Prìblhma tou PeriodeÔontoc Pwlht  me Proôpologismì: DÐnetai èna sÔno-
lo {c1, . . . , cn} apì n pìleic kaj¸c kai ènac n × n pÐnakac d apì mh arn-
htikoÔc akeraÐouc, ìpou dij eÐnai h apìstash an�mesa sthn pìlh ci kai
thn pìlh cj. DÐnetai epÐshc ènac akèraioc B ≥ 0. Up�rqei di�taxh π twn
n pìlewn tètoia ¸ste cost(π) ≤ B?

An mporoÔsame na lÔsoume to arqikì prìblhma se poluwnumikì qrìno,
tìte ja mporoÔsame na lÔsoume kai to parap�nw prìblhma se poluwnu-
mikì qrìno: upologÐzoume to kìstoc thc fjhnìterhc diadrom c kai to sug-
krÐnoume me to B.

Epomènwc, k�je arnhtikì apotèlesma sqetikì me thn poluplokìthta tou
parap�nw probl matoc, ja èqei �mesec arnhtikèc sunèpeiec kai gia to
arqikì prìblhma.



Probl mata apì th Logik  Boole

Poll� shmantik� algorijmik� probl mata prokÔptoun apì th melèth thc
logik c Boole.

'Estw X = {x1, x2, . . . , xn} èna sÔnolo apì metablhtèc Boole, kai èstw
X = {x1, x2, . . . , xn} to sÔnolo twn arn sewn twn metablht¸n tou X.

Ta mèlh tou X ∪ X ja ta onom�zoume stoiqeÐa (literals). Ta mèlh tou X
ja lègontai jetik� stoiqeÐa kai aut� tou X arnhtik� stoiqeÐa.

Mia fr�sh (clause) C eÐnai èna mia di�zeuxh k ≥ 1 stoiqeÐwn.

'Enac tÔpoc Boole se SUZEUKTIKH kanonik  morf  (Conjunctive Normal
Form) eÐnai mÐa sÔzeuxh fr�sewn.



Probl mata apì th Logik  Boole, sunèqeia

Par�deigma: 'Estw X = {x1, x2, x3} kai X = {x1, x2, x3}.
H akìloujh eÐnai mÐa fr�sh:

(x1 ∨ x2 ∨ x3)

'Enac tÔpoc Boole se suzeuktik  kanonik  morf  pou apoteleÐtai apo treic
fr�seic:

(x1 ∨ x2) ∧ (x3) ∧ (x1 ∨ x3)

P¸c mporoÔme na d¸soume nìhma stouc tÔpouc Boole?



Probl mata apì th Logik  Boole, sunèqeia

Orismìc: 'Estw F ènac tÔpoc Boole se suzeuktik  kanonik  morf . Mia
an�jesh al jeiac gia ton F eÐnai mia apeikìnish apì to sÔnolo X twn
metablht¸n tou F sto sÔnolo {⊥,>} (diaisjhtik�, sto {false, true}).

Orismìc: 'Estw F ènac tÔpoc Boole se suzeuktik  kanonik  morf  kai
T mia an�jesh al jeiac gia ton F . Ja lème ìti h T ikanopoieÐ ton F
an k�je fr�sh C tou F alhjeÔei, dhl. an k�je fr�sh C tou F perièqei
toul�qiston èna stoiqeÐo pou paÐrnei thn tim  > sthn T.

'Enac tÔpoc F onom�zetai ikanopoi simoc an up�rqei an�jesh al jeiac
pou na ton ikanopoieÐ.



Probl mata apì th Logik  Boole, sunèqeia

Par�deigma: 'Estw o tÔpoc Boole

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1) ∧ (x2 ∨ x2)

Mia apìdosh tim¸n pou ikanopoieÐ ton F eÐnai h T (x1) = ⊥, T (x2) = >,
kai T (x3) = >.

Par�deigma: 'Estw o tÔpoc Boole

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (x3 ∨ x1) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3)

MporeÐ na deiqteÐ ìti o parap�nw tÔpoc den eÐnai ikanopoi simoc (p¸c?).



Probl mata apì th Logik  Boole, sunèqeia

Prìblhma thc Ikanopoihsimìthtac (SATISFIABILITY): Dedomènou enìc tÔpou
F se suzeuktik  kanonik  morf , eÐnai o F ikanopoi simoc?

Gia to prìblhma autì den èqei brejeÐ mèqri s mera poluwnumikìc algìrij-
moc (kai h plèon apodekt  �poyh eÐnai ìti tètoioc algìrijmoc den up�rqei).

Up�rqoun eidikèc peript¸seic tou probl matoc gia tic opoÐec up�rqei poluwn-
umikìc algìrijmoc (pq. to 2SAT sto opoÐo k�je fr�sh èqei to polÔ dÔo
stoiqeÐa).



Mia kainoÔrgia kl�sh problhm�twn

TÐ koinì èqoun ta trÐa probl mata apìfashc pou parousi�same? (KÔkloc
Hamilton, Prìblhma PeriodeÔontoc Pwlht  me Proôpologismì, Ikanopoih-
simìthta).

Gia poio lìgo ta jewroÔme upologistik� dÔsbata (intractable)?

Ja deÐxoume pwc kai ta trÐa, mazÐ me poll� �lla {omoeid } probl mata,
eÐnai exÐsou dÔskola. An mporoÔsame na lÔsoume èna apì aut� se poluwn-
umikì qrìno tìte up�rqei poluwnumikìc algìrijmoc gia ìla ta �lla.



Mia kainoÔrgia kl�sh problhm�twn, sunèqeia

Jèloume na qarakthrÐsoume me akrÐbeia mia kl�sh problhm�twn gia ta
opoÐa pisteÔoume pwc den up�rqei poluwnumikìc algìrijmoc.

TÐ gnwrÐzoume gia aut� ta probl mata, ¸ste na orÐsoume telik� thn kl�sh
pou jèloume?

GnwrÐzoume pwc lÔnontai apì poluwnumikoÔc, mh nteterministikoÔc algorÐ-
jmouc.



H kl�sh NP

Orismìc: MÐa mh nteterministik  mhqan  Turing onom�zetai poluwnumik�
fragmènh an up�rqei polu¸numo p(n) tètoio ¸ste gia k�je eÐsodo x, ìloi
oi upologismoÐ (ensark¸seic) thc mhqan c termatÐzoun to polÔ se p(|x|)
b mata.

OrÐzoume wc NP (Nondeterministic Polynomial) thn kl�sh ìlwn twn glwss¸n
pou apofasÐzontai apì poluwnumik� fragmènec mh nteterministikèc mhqanèc
Turing.

[UpenjumÐzoume ìti mia mh nteterministik  mhqan  apofasÐzei mia gl¸ssa
L an: gia k�je eÐsodo pou den an kei sthn L, ìloi oi upologismoÐ apor-
rÐptoun thn eÐsodo, kai gia k�je eÐsodo pou an kei sthn L, up�rqei ènac
toul�qiston upologismìc pou dèqetai thn eÐsodo.]



Probl mata sthn kl�sh NP

EÐdame trÐa paradeÐgmata (PeriodeÔwn Pwlht c, KÔkloc Hamilton, Ikanopoih-
simìthta), gia ta opoÐa up�rqei eurèwc h pepoÐjhsh ìti den an koun sto
P. EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti ta probl mata aut� an koun sto NP.

Par�deigma: Gia to prìblhma thc Ikanopoihsimìthtac, eÐnai eÔkolo na
kataskeu�sei kaneÐc mia mh nteterministik  poluwnumik� fragmènh mhqan 
Turing M pou apofasÐzei th gl¸ssa pou perilamb�nei ìlec tic kwdikopoi -
seic twn ikanopoi simwn tÔpwn Boole.

Dedomènou enìc tÔpou F , h M manteÔei mia apìdosh tim¸n alhjeÐac gia
to dedomèno tÔpo. Katìpin elègqei nteterministik� an h an�jesh aut 
ikanopoieÐ ton tÔpo.



Probl mata sthn kl�sh NP, sunèqeia

Gia to prìblhma tou periodeÔontoc pwlht  me proôpologismì, mporoÔme
epÐshc na kataskeu�soume mia mh nteterministik  poluwnumik� fragmènh
mhqan  Turing M pou apofasÐzei thn antÐstoiqh gl¸ssa.

H M epilègei mh nteterministik� mia diadrom  apì pìleic. Katìpin upolo-
gÐzei to kìstoc thc diadrom c aut c kai to sugkrÐnei me ton proôpologismì
B.

'Ara kai to prìblhma autì eÐnai sto NP.



Sqèsh tou P me to NP

Profan¸c P ⊆ NP.

To pio shmantikì er¸thma thc jewrÐac poluplokìthtac:

IsoÔtai to P me to NP?

Up�rqei eurèwc h pepoÐjhsh ìti P 6= NP, all� ìlec oi prosp�jeiec gia
apìdeixh èqoun pèsei sto kenì.



H kl�sh EXP

Orismìc: MÐa (nteterministik ) mhqan  Turing onom�zetai ekjetik� frag-
mènh an up�rqei poluwnumo p(n) tètoio ¸ste gia k�je eÐsodo x h mhqan 

termatÐzei p�nta met� apì 2p(|x|) to polÔ b mata.

OrÐzoume wc EXP thn kl�sh ìlwn twn glwss¸n pou apofasÐzontai apì
ekjetik� fragmènec mhqanèc Turing.

Poi� eÐnai h sqèsh tou NP me to EXP?



H kl�sh EXP, sunèqeia

Je¸rhma: NP⊆EXP

Apìdeixh (Skiagr�fhsh): 'Eqoume dei ìti k�je mh nteterministik  mhqan 
Turing N mporeÐ na prosomoiwjeÐ apì mÐa nteterministik  mhqan  Turing
D.

H basik  idèa sthn prosomoÐwsh aut   tan ìti h D proqwr�ei me breadth
first search: episkèptetai k�je for� touc kìmbouc (sunolikèc katast�seic
thc N) pou brÐskontai sto Ðdio b�joc.

Epomènwc, an h N apofasÐzei mÐa gl¸ssa L me qronikì ìrio p(n), tìte kai

h D ja apofasÐzei thn L se qrìno to polÔ p(n)cp(n), ìpou c eÐnai mÐa
stajer� pou exart�tai apì to pl�toc tou dèntrou thc D.

'Omwc, p(n)cp(n) = 2O(p(n)). Kat� sunèpeia, L ∈ EXP.



Sqèsh metaxÔ mh nteterminismoÔ kai nteterminismoÔ

ApodeÐxame kai to akìloujo

Je¸rhma: Gia k�je mh nteterministik  M. T. pou trèqei se qrìno

t(n)

up�rqei isodÔnamh nteterministik  pou trèqei se qrìno

2O(t(n)).

Aut  h apl  prosomoÐwsh pou deÐxame (me y�ximo kat� pl�toc) eÐnai h
kalÔterh, apì �poyh poluplokìthtac qrìnou, pou gnwrÐzoume.

Apì mÐa �poyh, h er¸thsh P
?
= NP rwt�ei an mporeÐ na gÐnei prosomoÐwsh

apì nteterministik  mhqan  se qrìno O ([t(n)]c), gia k�poia stajer� c > 0.



H kl�sh EXP, sunèqeia

To prohgoÔmeno je¸rhma mac odhgeÐ se èna akìmh shmantikì anoiqtì
er¸thma thc JewrÐac Poluplokìthtac:

IsoÔtai to NP me to EXP?

Me b�sh ta ìsa èqoume pei mèqri t¸ra:

P ⊆ NP ⊆ EXP

MporeÐ epiplèon na apodeiqteÐ ìti P ⊂ EXP. Kat� sunèpeia, toul�qiston
mÐa apì tic sqèseic uposunìlou sthn parap�nw sqèsh, eÐnai gn sia (all�
den xèroume poi�   poièc!).


