
NP-plhrìthta

Probl mata ìpwc aut� tou PeriodeÔontoc Pwlht , thc Ikanopoihsimìth-
tac kai tou KÔklou Hamilton, an koun se mia kathgorÐa problhm�twn pou
onom�zontai NP-pl rh (NP-complete).

'Opwc ja doÔme sth sunèqeia, an gia èna opoiod pote NP-pl rec prìblhma
brejeÐ poluwnumikìc algìrijmoc, tìte P = NP.

Gia na apodeiknÔoume ìti èna prìblhma eÐnai NP-pl rec, ja qrhsimopoioÔme
thn ènnoia thc anagwg c poluwnumikoÔ qrìnou.



Anagwgèc

Diaisjhtik�, mia anagwg  τ eÐnai mia sun�rthsh pou metasqhmatÐzei se
poluwnumikì qrìno stigmiìtupa enìc probl matoc A se stigmiìtupa enìc
probl matoc B me tètoio trìpo ¸ste to x eÐnai èna �nai� stigmiìtupo tou
A an kai mìno an to τ (x) eÐnai èna �nai� stigmiìtupo tou B.



Anagwgèc

Diaisjhtik�, mia anagwg  τ eÐnai mia sun�rthsh pou metasqhmatÐzei se
poluwnumikì qrìno stigmiìtupa enìc probl matoc A se stigmiìtupa enìc
probl matoc B me tètoio trìpo ¸ste to x eÐnai èna �nai� stigmiìtupo tou
A an kai mìno an to τ (x) eÐnai èna �nai� stigmiìtupo tou B.

Orismìc: Mia sun�rthsh f : Σ∗ → Σ∗ onom�zetai upologÐsimh se polu-
wnumikì qrìno an up�rqei mÐa poluwnumik� fragmènh mhqan  Turing pou
thn upologÐzei.

Orismìc: 'Estw dÔo gl¸ssec L1, L2 ⊆ Σ∗. MÐa sun�rthsh τ upologÐsimh
se poluwnumikì qrìno ja onom�zetai poluwnumik  anagwg  apì thn L1

sthn L2 an gia k�je x ∈ Σ∗ isqÔei to ex c: x ∈ L1 an kai mìno an
τ (x) ∈ L2.



Anagwgèc, sunèqeia

'Estw ìti mac dÐnetai mÐa poluwnumik  anagwg  τ apì to prìblhma A sto
prìblhma B. 'Estw epÐshc ìti up�rqei poluwnumikìc algìrijmoc gia to
prìblhma B.

Gia na apofasÐsoume an èna stigmiìtupo x tou A eÐnai èna �nai� stigmiìtupo
tou A, arkeÐ na upologÐsoume to τ (x) kai met� na elègxoume an autì eÐnai
èna �nai� stigmiìtupo tou B.

Epomènwc, an to prìblhma B mporeÐ na epilujeÐ apotelesmatik�, tìte to
Ðdio isqÔei kai gia to A. EpÐshc, an to A apaiteÐ ekjetikì qrìno, tìte to
Ðdio isqÔei kai gia to B (giatÐ?)
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tou A, arkeÐ na upologÐsoume to τ (x) kai met� na elègxoume an autì eÐnai
èna �nai� stigmiìtupo tou B.
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Sumpèrasma: An èqoume poluwnumik  anagwg  apì to A sto B, tìte to B
eÐnai toul�qiston tìso dÔskolo ìso kai to A.



NP pl reic gl¸ssec

Orismìc: MÐa gl¸ssa L ⊆ Σ∗ onom�zetai NP-pl rhc an:

1. L ∈ NP, kai

2. gia k�je gl¸ssa L′ ∈ NP, up�rqei poluwnumik  anagwg 
apì thn L′ sthn L.



NP pl reic gl¸ssec

Orismìc: MÐa gl¸ssa L ⊆ Σ∗ onom�zetai NP-pl rhc an:

1. L ∈ NP, kai

2. gia k�je gl¸ssa L′ ∈ NP, up�rqei poluwnumik  anagwg 
apì thn L′ sthn L.

Je¸rhma: 'Estw L mÐa NP-pl rhc gl¸ssa. Tìte, P=NP an kai mìno an
L ∈ P.

(⇒) AfoÔ L ∈ NP kai upojèsame ìti P = NP, èqoume L ∈ P.

(⇐) 'Estw ìti L ∈ P. ArkeÐ na deÐxoume ìti kai opoiad pote �llh gl¸ssa
L′ pou an kei sto NP an kei epÐshc sto P. Me b�sh ton orismì thc NP-
plhrìthtac, up�rqei poluwnumik  anagwg  τ apì thn L′ sthn L. AfoÔ
ìmwc L ∈ P, eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti mporoÔme na kataskeu�soume
nteterministik  mhqan  Turing pou apofasÐzei thn L′ se poluwnumikì qrìno.



To Je¸rhma tou Cook

An katafèroume na broÔme èna pr¸to prìblhma pou na eÐnai NP-pl rec,
met� mporoÔme (me th qr sh anagwg¸n) na apodeiknÔoume ìti kai �lla
probl mata eÐnai NP-pl rh.

Gia to pr¸to ìmwc autì prìblhma, h apìdeixh prèpei na gÐnei me b�sh ton
orismì. To pr¸to prìblhma pou apodeÐqthke ìti eÐnai NP-pl rec,  tan h
Ikanopoihsimìthta:

Je¸rhma: [S. Cook, 1971] To prìblhma thc Ikanopoihsimìthtac eÐnai NP-
pl rec.

Me b�sh ìsa èqoume  dh pei, prokÔptei ìti den up�rqei poluwnumikìc al-
gìrijmoc gia thn Ikanopoihsimìthta (ektìc kai an P=NP).



Prìblhma thc Ikanopoihsimìthtac (upenjÔmish)

Prìblhma thc Ikanopoihsimìthtac (SATISFIABILITY): Dedomènou enìc tÔpou
F se suzeuktik  kanonik  morf , eÐnai o F ikanopoi simoc?

Par�deigma: 'Estw o tÔpoc Boole se suzeuktik  kanonik  morf 

F = (x1∨x2∨x3)∧ (x1∨x2∨x4)∧ (x2∨x3)∧ (x3∨x1)∧ (x1∨x2∨x3∨x4)



SÔnjesh anagwg¸n

Orismìc: MÐa gl¸ssa L ⊆ Σ∗ onom�zetai NP-pl rhc an:

1. L ∈ NP, kai

2. gia k�je gl¸ssa L′ ∈ NP, up�rqei poluwnumik  anagwg 
apì thn L′ sthn L.



SÔnjesh anagwg¸n

Orismìc: MÐa gl¸ssa L ⊆ Σ∗ onom�zetai NP-pl rhc an:

1. L ∈ NP, kai

2. gia k�je gl¸ssa L′ ∈ NP, up�rqei poluwnumik  anagwg 
apì thn L′ sthn L.

To epìmeno je¸rhma dÐnei th basik  mèjodo gia na apodeÐxoume pwc mia
gl¸ssa eÐnai NP-pl rhc.

Je¸rhma: 'Estw gl¸ssa L ∈ NP. An mia L′ eÐnai NP-pl rhc kai up�rqei
poluwnumik  anagwg  apì thn L′ sthn L tìte kai h L eÐnai NP-pl rhc.



SÔnjesh anagwg¸n

Orismìc: MÐa gl¸ssa L ⊆ Σ∗ onom�zetai NP-pl rhc an:

1. L ∈ NP, kai

2. gia k�je gl¸ssa L′ ∈ NP, up�rqei poluwnumik  anagwg 
apì thn L′ sthn L.

To epìmeno je¸rhma dÐnei th basik  mèjodo gia na apodeÐxoume pwc mia
gl¸ssa eÐnai NP-pl rhc.

Je¸rhma: 'Estw gl¸ssa L ∈ NP. An mia L′ eÐnai NP-pl rhc kai up�rqei
poluwnumik  anagwg  apì thn L′ sthn L tìte kai h L eÐnai NP-pl rhc.

GnwrÐzoume  dh mia tètoia gl¸ssa L′ : th gl¸ssa SATISFIABILITY.



Efarmog  thc mejìdou

Je¸rhma: To prìblhma 3-SAT eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh: Me anagwg  apì thn Ikanopoihsimìthta. 'Estw F ènac tÔpoc
se suzeuktik  kanonik  morf , kai èstw C mia {meg�lh} fr�sh tou F,
dhlad  C = (l1 ∨ l2 ∨ · · · ∨ lk), k > 3.
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Je¸rhma: To prìblhma 3-SAT eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh: Me anagwg  apì thn Ikanopoihsimìthta. 'Estw F ènac tÔpoc
se suzeuktik  kanonik  morf , kai èstw C mia {meg�lh} fr�sh tou F,
dhlad  C = (l1 ∨ l2 ∨ · · · ∨ lk), k > 3.

AntikajistoÔme th C me th sÔzeuxh pio apl¸n fr�sewn:

(l1 ∨ l2 ∨ y1) ∧ (y1 ∨ l3 ∨ y2) ∧ · · · ∧ (yk−4 ∨ lk−2 ∨ yk−3) ∧ (yk−3 ∨ lk−1 ∨ lk)

ìpou ta yi eÐnai nèec metablhtèc.

MporeÐ kaneÐc na dei ìti o nèoc tÔpoc eÐnai ikanopoi simoc an kai mìno
an o F eÐnai ikanopoi simoc. EÐnai epÐshc aplì na dei kaneÐc ìti h para-
p�nw metatrop  eÐnai poluwnumik  anagwg . Epomènwc to 3-SAT eÐnai
NP-pl rec.
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Je¸rhma: To prìblhma 3-SAT eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh: Me anagwg  apì thn Ikanopoihsimìthta. 'Estw F ènac tÔpoc
se suzeuktik  kanonik  morf , kai èstw C mia {meg�lh} fr�sh tou F,
dhlad  C = (l1 ∨ l2 ∨ · · · ∨ lk), k > 3.
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NP-pl rec.

EÐnai h apìdeixh mac pl rhc?



Efarmog  thc (pl rouc) mejìdou

Je¸rhma: To prìblhma 3-SAT eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh: 1. H gl¸ssa 3-SAT an kei sto NP. (giatÐ?)



Efarmog  thc (pl rouc) mejìdou

Je¸rhma: To prìblhma 3-SAT eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh: 1. H gl¸ssa 3-SAT an kei sto NP. (giatÐ?)

2. Anagwg  apì thn Ikanopoihsimìthta. 'Estw F ènac tÔpoc se suzeuktik 
kanonik  morf , kai èstw mia {meg�lh} fr�sh tou F, dhlad  C = (l1∨ l2∨
· · · ∨ lk), k > 3.

AntikajistoÔme th C me th sÔzeuxh pio apl¸n fr�sewn:

(l1 ∨ l2 ∨ y1) ∧ (y1 ∨ l3 ∨ y2) ∧ · · · ∧ (yk−4 ∨ lk−2 ∨ yk−3) ∧ (yk−3 ∨ lk−1 ∨ lk)

ìpou ta yi eÐnai nèec metablhtèc.

MporeÐ kaneÐc na dei ìti o nèoc tÔpoc eÐnai ikanopoi simoc an kai mìno
an o F eÐnai ikanopoi simoc. EÐnai epÐshc aplì na dei kaneÐc ìti h para-
p�nw metatrop  eÐnai poluwnumik  anagwg . Epomènwc to 3-SAT eÐnai
NP-pl rec.



'Alla NP-pl rh probl mata

Anex�rthto SÔnolo: Dedomènwn enìc mh kateujunìmenou graf matoc G =
(V, E) kai enìc akeraÐou K ≥ 2, up�rqei uposÔnolo C tou V me |C| ≥ K,
tètoio ¸ste, gia k�je vi, vj ∈ C, na mhn up�rqei akm  metaxÔ twn vi kai vj?

Je¸rhma: To prìblhma Anex�rthto SÔnolo eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh (Skiagr�fhsh):
1. To prìblhma Anex�rthto SÔnolo an kei sto NP.
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Anex�rthto SÔnolo: Dedomènwn enìc mh kateujunìmenou graf matoc G =
(V, E) kai enìc akeraÐou K ≥ 2, up�rqei uposÔnolo C tou V me |C| ≥ K,
tètoio ¸ste, gia k�je vi, vj ∈ C, na mhn up�rqei akm  metaxÔ twn vi kai vj?

Je¸rhma: To prìblhma Anex�rthto SÔnolo eÐnai NP-pl rec.

Apìdeixh (Skiagr�fhsh):
1. To prìblhma Anex�rthto SÔnolo an kei sto NP.

2. Me anagwg  apì to 3-SAT. 'Estw F ènac tÔpoc se suzeuktik  kanonik 
morf .

Me b�sh ton F kataskeu�zoume èna mh kateujunìmeno gr�fhma G kai
ènan akèraio K me tètoio trìpo ¸ste na up�rqei èna anex�rthto sÔnolo
K kìmbwn sto G an kai mìno an o F eÐnai ikanopoi simoc.

To zhtoÔmeno apotèlesma prokÔptei �mesa apì thn kataskeu  aut .


