
Perigraf  maj matoc

Skopìc tou maj matoc eÐnai h eisagwg  sth JewrÐa Upologi-
smoÔ kai sth JewrÐa Upologistik c Poluplokìthtac (JewrÐa
AlgorÐjmwn).



Ti eÐnai poluplokìthta?

Up�rqoun poll¸n eid¸n poluplokìthtec, p.q.

• Ta jhlastik� eÐnai pio polÔploka apì ta bakt ria.

• To sk�ki eÐnai pio polÔploko apì thn trÐliza.

• To sÔnolo twn pr¸twn arijm¸n eÐnai pio polÔploko apì to
sÔnolo twn artÐwn arijm¸n.

H teleutaÐa perÐptwsh eÐnai pou mac endiafèrei kurÐwc ed¸.



Ti eÐnai poluplokìthta?

Pr¸toi arijmoÐ - 'Artioi ArijmoÐ

'Ena mèso gia na sull�boume thn poluplokìthta twn pr¸twn
arijm¸n eÐnai h upologistik  poluplokìthta (computational co-
mplexity). Kat� k�poio trìpo (all� ìqi kai monadikì) oi pr¸toi
arijmoÐ eÐnai pio polÔplokoi apì touc artiouc giatÐ to er¸thma
{EÐnai o x pr¸toc?} eÐnai pio dÔskolo apì to er¸thma {EÐnai o
x �rtioc?}.

All� ti shmaÐnei {pio dÔskolo er¸thma}? 'Ena apì ta megalÔ-
tera epiteÔgmata twn Majhmatik¸n kai thc Plhroforik c ton
teleutaÐo ai¸na eÐnai pwc kat�fere na k�nei autì to er¸thma
austhrì kai akribèc kai par�llhla na to apant sei sth genikì-
thta tou.



Ti eÐnai poluplokìthta?

Tautìqrona, kat� eirwnikì trìpo, èna apì ta megalÔtera �luta
majhmatik� probl mata s mera eÐnai to {P=NP}1, èna prìblhma
poÔ genn jhke mèsa apì tic epituqÐec thc upologistik c polu-
plokìthtac.

1www.claymath.org
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H ènnoia {prìblhma}

Ti eÐnai prìblhma?

1h PerÐptwsh: Up�rqoun akèraioi x, y, z ≥ 1 kai n > 2 tètoioi
¸ste xn + yn = zn?

2h PerÐptwsh: Gr�yte èna prìgramma Pascal pou ìtan h eÐsodoc
eÐnai èna akèraio polu¸numo p (poll¸n metablht¸n), sthn
èxodo apant� �nai� an to polu¸numo p èqei akèraiec rÐzec kai
�oqi� diaforetik�?

Up�rqei mi� basik  diafor� an�mesa stic dÔo peript¸seic: Sthn
pr¸th perÐptwsh h ap�nthsh eÐnai {nai}   {ìqi}, en¸ sth deÔterh
perÐptwsh h ap�nthsh eÐnai èna prìgramma Pascal (algìrijmoc).



H ènnoia {prìblhma}

H pr¸th perÐptwsh (xn + yn = zn) eÐnai to perÐfhmo Je¸rhma
tou Fermat pou prot�jhke apì ton Fermat kai parèmeine �luto
gia tetrakìsia perÐpou qrìnia, ¸c to 1994, ìtan o Andrew Wiles
kat�fere na to lÔsei (èdeixe ìti h swst  ap�nthsh sthn er¸thsh
eÐnai arnhtik ).

To deÔtero prìblhma (prìgramma pou na lÔnei akèraiec exis¸-
seic) prot�jhke apì ton David Hilbert to 1900, eÐnai to perÐfhmo
dèkato prìblhma tou Hilbert, kai apant jhke apo ton Yuri Ma-
tiyasevich to 1970, pou èdeixe ìti den up�rqei tètoio prìgramma
Pascal.

Mac endiafèroun kurÐwc probl mata thc deÔterhc kathgorÐac,
ìpou to zhtoÔmeno eÐnai ènac algìrijmoc kai ìqi èna aplì {nai}
  {ìqi}.



H ènnoia {prìblhma} II

Ti eÐnai prìblhma?

1h PerÐptwsh: ApodeÐxte pwc den up�rqoun akèraioi x, y, z ≥ 1
kai n > 2 tètoioi ¸ste xn + yn = zn.

2h PerÐptwsh: Gr�yte èna prìgramma Pascal pou ìtan h eÐsodoc
eÐnai èna akèraio polu¸numo p (poll¸n metablht¸n), sthn
èxodo apant� an to polu¸numo p èqei akèraiec rÐzec.

Up�rqei mi� basik  diafor� an�mesa stic dÔo peript¸seic: Sthn
pr¸th perÐptwsh h ap�nthsh eÐnai mia opoiad pote formalistik�
swst  majhmatik  apìdeixh, en¸ sth deÔterh to prìgramma ka-
j¸c upologÐzei apodeiknÔei thn Ôparxh   mh riz¸n gia to p.

To Ðdio to prìgramma eÐnai mÐa {automatopoihmènh} morf  apì-
deixhc.



K�poia prìswpa thc istorÐac mac

David Hilbert: 'Ejese (metaxÔ �llwn) ta erwt mata

1. an mporeÐ na apodeiqteÐ pwc ta Majhmatik� eÐnai sunep 
(consistent) (1900).

2. an ta Majhmatik� mporoÔn na {automatopoihjoÔn} (Ent-
scheidungsproblem, 1928).

Kurt Gödel: Edeixe ìti to (1) eÐnai adÔnato me to perÐfhmo
{Je¸rhma thc mh plhrìthtac} (1930).

Alonzo Church: 'Edeixe ìti to (2) eÐnai adÔnato kai tupopoÐhse
thn ènnoia thc upologisimìthtac.

Alan Turing: 'Ejese tic b�seic thc JewrÐac UpologismoÔ. 'Ori-
se thn ènnoia tou upologist  (mhqanèc Turing) kai melèthse
thn ènnoia thc upologisimìthtac (1936). 'Edeixe (sqedìn tau-
tìqrona me ton Church) pwc ousiastik� to (2) eÐnai adÔnato.

Noam Chomsky: Anèluse t n ierarqÐa twn glwss¸n kai gram-
matik¸n (ierarqÐa Chomsky, 1957).



'Ulh tou maj matoc

H Ôlh tou maj matoc qwrÐzetai se 3 meg�lec enìthtec pou pro-
spajoÔn na apant soun ta antÐstoiqa erwt mata:

• Montèla upologismoÔ. Autìmata kai gl¸ssec.
Ti eÐnai upologist c?

• JewrÐa upologisimìthtac (computability theory).
Ti eÐnai kai ti den eÐnai upologÐsimo?

• JewrÐa upologistik c poluplokìthtac (complexity theory).
Ti mporeÐ na upologisteÐ gr gora kai ti ìqi?



Sumboloseirèc kai gl¸ssec

Alf�bhto: Alf�bhto eÐnai k�je peperasmèno mh kenì sÔnolo.
Ta mèlh tou ta onom�zoume sÔmbola   gr�mmata.

P.q. Σ1 = {0, 1}, Σ2 = {a, b, . . . , w}. Sumboloseir� (string): Sum-

boloseir� enìc alf�bhtou Σ eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa
sumbìlwn tou Σ.

P.q. 0101101 eÐnai sumboloseir� tou alf�bhtou Σ = {0, 1, 2}.

Th (monadik ) sumboloseir� m kouc 0, thn onom�zoume ken  kai
th sumbolÐzoume me ε. To sÔnolo twn sumboloseir¸n m kouc k
to sumbolÐzoume me Σk, p.q. {0, 1}2 = {00, 01, 10, 11}.

To sÔnolo ìlwn twn sumboloseir¸n tou Σ to sumbolÐzoume me
Σ∗. P.q. {0, 1}∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . .}.



Pr�xeic me sumboloseirèc

Par�jesh (concatenation): H par�jesh dÔo sumboloseir¸n x
kai y eÐnai h sumboloseir� xy pou th sumbolÐzoume xy   x ◦ y.

P.q. H par�jesh tou x = 011 kai tou y = 1001 eÐnai x◦y = 0111001.

Epan�lhyh: An w eÐnai mia sumboloseir�, tìte wk apoteleÐtai
apì thn par�jesh k antigr�fwn tou w.

P.q. (01)3 = 010101.

AntÐstrofh: H antÐstrofh mi�c sumboloseir�c w sumbolÐzetai
me wR kai prokÔptei an diab�soume to w apì to tèloc proc thn
arq .

P.q. 01011R = 11010.

•Askhsh: DeÐxe ìti gia opoiesd pote sumboloseirèc x kai y:
(x ◦ y)R = yR ◦ xR.



Gl¸ssec (Languages)

Gl¸ssa: 'Estw Σ èna alf�bhto. Opoiod pote uposÔnolo tou
Σ∗ onom�zetai gl¸ssa tou Σ.

P.q. 'Estw Σ = {0, 1, . . . , 9}. Ta parak�tw sÔnola eÐnai gl¸ssec
tou Σ:

• L1 = {23, 044, 9999} (peperasmènh gl¸ssa).

• L2 = {ε, 1, 11, 111, 1111, . . .}.
• L3 = {w : h dekadik  anapar�stash tou w eÐnai pr¸toc arijmìc}=
{2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .}.

• L4 = {w : h duadik  anapar�stash tou w eÐnai pr¸toc arijmìc}=
{10, 11, 101, 111, 1011, 1101, . . .}.

• L5 = {} = ∅ (ken  gl¸ssa).

• L6 = {ε}.
• L7 = {w : w eÐnai prìgramma thc C++ qwrÐc input pou den
telei¸nei potè (kwdikopoihmèno sto duadikì sÔsthma)}.



• L8 = {w : w eÐnai prìgramma thc C++ qwrÐc input pou k�pote
telei¸nei (kwdikopoihmèno sto duadikì sÔsthma)}.



Pr�xeic me gl¸ssec

AfoÔ oi gl¸ssec eÐnai sÔnola, orÐzetai h ènwsh L1 ∪ L2 kai h
tom  touc L1 ∩ L2 ìpwc kai to sumpl rwma:

Sumpl rwma: To sumpl rwma miac gl¸ssac L tou alfab tou
Σ sumbolÐzetai me L̄ kai eÐnai h gl¸ssa Σ∗ − L pou apoteleÐtai
apì tic sumboloseirèc tou Σ pou den an koun sthn L.

Epiplèon mporoÔme na orÐsoume tic parak�tw pr�xeic se gl¸c-
sec:

Par�jesh: An L1 kai L2 eÐnai duo gl¸ssec tou alfab tou Σ,
tìte h par�jes  touc sumbolÐzetai L1 ◦ L2   L1L2 kai orÐzetai
san L1 ◦ L2={w : w = xy gia k�poio x ∈ L1 kai k�poio y ∈ L2 }.
P.q. an L1 = {0, 1, 00} kai L2 = {ε, 00} tìte
L1 ◦ L2 = {0, 1, 00, 000, 100, 0000}.



Kleene star: H Kleene star L∗ mia gl¸ssac L eÐnai h gl¸ssa
twn sumboloseir¸n pou prokÔptoun apì par�jesh mhdèn   pe-
rissotèrwn sumboloseir¸n thc L:

L∗ = {w : w = w1 ◦ w2 ◦ · · · ◦ wn gia n ≥ 0 kai w1, . . . , wn ∈ L}.

P.q. An L = {0, 11} tìte
L∗ = {ε, 0, 00, 11, 000, 011, 110, 0000, 0011, 0110, 1100, 1111, . . .}.

P.q. An L = {ε} tìte L∗ = {ε}.
P.q. An L = {} tìte L∗ = {ε} (�ra gia k�je L: ε ∈ L∗).

L+: OrÐzoume epÐshc L+ = LL∗.



Pìsec sumboloseirèc kai gl¸ssec up�rqoun?

Je¸rhse èna alf�bhto Σ (ex orismoÔ peperasmèno).

Pìsec sumboloseirèc tou Σ up�rqoun? 'Apeirec.

Pìsec gl¸ssec tou Σ up�rqoun? 'Apeirec.

All� up�rqoun poll¸n eid¸n {�peira}.

Is�rijma sÔnola: DÔo sÔnola A kai B lègontai is�rijma an
up�rqei amfimonos manth antistoiqÐa f : A → B.

Peperasmèna sÔnola: 'Ena sÔnolo eÐnai peperasmèno an eÐnai
is�rijmo me to {1, 2, . . . , n}, ìpou n k�poioc fusikìc arijmìc.

Metr sima sÔnola: 'Ena sÔnolo lègetai metr sima �peiro a-
n eÐnai is�rijmo tou N , kai metr simo an eÐnai peperasmèno  
metr sima �peiro.



Metr¸ntac (sunèqeia)

ParadeÐgmata metr simwn sunìlwn:

• To sÔnolo twn zug¸n arijm¸n (antistoiqÐa: f (n) = 2n. Ako-
loujÐa: 0, 2, 4, . . .).

• To sÔnolo twn akeraÐwn (AkoloujÐa: 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .).

• To sÔnolo N ×N
(AkoloujÐa: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 1), . . .).



Je¸rhma: To sÔnolo Σ∗ twn sumboloseir¸n enìc alfab tou Σ
eÐnai metr simo.

Apìdeixh: Ex' orismoÔ to alf�bhto Σ eÐnai peperasmèno. Mpo-
roÔme tìte na dhmiourg soume mia akoloujÐa pou perièqei ìlec
tic sumboloseirèc tou Σ se lexikografik  seir� wc ex c:

Pr¸th h sumboloseir� m kouc 0, met� ìlec oi sumboloseirèc
m kouc 1 (taxinomhmènec), met� ìlec oi sumboloseirèc m kouc 2
(taxinomhmènec), kok. Thn akoloujÐa aut  ja thn onom�zoume
lexikografik  akoloujÐa twn sumboloseir¸n tou Σ. P.q. An
Σ = {0, 1}, h akoloujÐa eÐnai ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . ..



Je¸rhma: To sÔnolo twn glwss¸n enìc alfab tou Σ eÐnai mh
metr simo.

Apìdeixh: Me eic �topo apagwg . 'Estw ìti to sÔnolo twn
glwss¸n tou Σ eÐnai metr simo. Tìte ja mporoÔme na aparijm -
soume tic gl¸ssec tou Σ wc mia akoloujÐa S1, S2, . . .. Ja kata-
skeu�soume gl¸ssa T tou Σ pou diafèrei apo k�je Si, i = 1, 2, . . ..



Je¸rhma: To sÔnolo twn glwss¸n enìc alfab tou Σ eÐnai mh
metr simo.

Apìdeixh: Me eic �topo apagwg . 'Estw ìti to sÔnolo twn
glwss¸n tou Σ eÐnai metr simo. Tìte ja mporoÔme na aparijm -
soume tic gl¸ssec tou Σ wc mia akoloujÐa S1, S2, . . .. Ja kata-
skeu�soume gl¸ssa T tou Σ pou diafèrei apo k�je Si, i = 1, 2, . . ..

'Estw w1, w2, . . . h lexikografik  akoloujÐa twn sumboloseir¸n
tou Σ, ìpou k�je sumboloseir� tou Σ emfanÐzetai akrib¸c mia
for� se aut . Ja frontÐsoume ¸ste h T na diafèrei apì thn Si

sth jèsh tou wi. H T perièqei th sumboloseir� wi an kai mìno
an h Si den perièqei th sumboloseir� wi.

T = {wi : wi 6∈ Si, i = 1, 2, . . .}.

Sunep¸c h akoloujÐa S1, S2, . . . den perièqei ìlec tic gl¸ssec tou
Σ. 'Ara to sÔnolo twn glwss¸n tou Σ eÐnai mh metr simo.



Sumper�smata gia thn anapar�stash twn glwss¸n me pepera-
smènec perigrafèc.

• Opoiad pote anapar�stash kai an dialèxoume, ja up�rqoun
gl¸ssec pou den perigr�fontai.

• Eidikìtera, up�rqei k�poia gl¸ssa L tètoia ¸ste kanèna prì-
gramma C++ den mporeÐ na tup¸sei ìlec tic sumboloseirèc
thc (akìma kai an to af soume na trèqei gia p�nta). GiatÐ? A-
p�nthsh: To sÔnolo twn programm�twn eÐnai metr simo, en¸
to sÔnolo twn glwss¸n den eÐnai.

Oi gl¸ssec pou mac endiafèroun eÐnai autèc pou mporeÐ na pe-
rigraftoÔn (autèc pou èqoun peperasmènh perigraf ). To er¸-
thma einai an up�rqei prìgramma C++ gia autèc tic glwssec.
Autì eÐnai to kentrikì jèma tou maj matoc. Gia na to melet -
soume prèpei pr¸ta na sumfwn soume gia to ti ennooÔme me ton
ìro {peperasmènh perigraf }.



Mèjodoc DiagwnopoÐhshc

P¸c apodeÐxame ìti to sÔnolo twn glwss¸n den eÐnai metr simo?
H mèjodoc pou qrhsimopoi same lègetai diagwnopoÐhsh kai eÐnai
polÔ apl .

Mèjodoc DiagwnopoÐhshc: 'Estw R mia dimel c sqèsh enìc
sunìlou A, dhlad  R eÐnai èna uposÔnolo tou KartesianoÔ gi-
nomènou A×A: R ⊆ {(a1, a2) : a1, a2 ∈ A}. Tìte to diag¸nio sÔnolo
∆ = {a : (a, a) 6∈ R} diafèrei apì k�je gramm  Ra = {b : (a, b) ∈ R}



P.q. A = {1, 2, 3, 4, 5} kai
R = {(1, 3), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 5), (4, 2), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 5)}.

1 2 3 4 5

1 X X
2 X X X
3 X X
4 X X
5 X X X X

Oi grammèc thc R eÐnai R1 = {3, 5}, R2 = {2, 4, 5}, R3 = {3, 5},
R4 = {2, 5}, kai R5 = {1, 2, 3, 5}.
H diag¸nioc eÐnai to sÔnolo ∆ = {1, 4} kai eÐnai diaforetikì apo
k�je gramm  thc R.



PragmatikoÐ arijmoÐ

Thn mèjodo diagwnopoÐhshc thn eis gage o Georg Cantor sta
1891. Thn qrhsimopoÐhse gia na deÐxei ìti to sÔnolo twn pragma-
tik¸n arijm¸n R eÐnai {megalÔtero} apì to sÔnolo twn fusik¸n
arijm¸n N .

H apìdeixh eÐnai k�pwc ètsi: K�je pragmatikìc mporeÐ na gra-
fteÐ sto dekadikì sÔsthma. Ac upojèsoume oti mporoÔme na
touc metr soume (dhlad  na touc b�loume se seir�) p.q.

0.0000000 . . .

0.0010000 . . .

0.0110030 . . .

0.0805000 . . .
...

Ac kataskeu�soume t¸ra ènan arijmo pou diafèrei apo ton pr¸-
to sto pr¸to dekadikì yhfÐo, apo to deÔtero sto deÔtero deka-
dikì yhfÐo kok. P.q., gia to parap�nw par�deigma mporoÔme na



kataskeu�soume ton

0.1126 . . .

pou diafèrei apì ìlouc touc arijmoÔc.



H Upìjesh tou SuneqoÔc

Parempiptìntwc, èna apì ta megalÔtera probl mata thc Logi-
k c ston 20o ai¸na eÐnai h {Upìjesh tou SuneqoÔc}:

Upìjesh SuneqoÔc: Den up�rqei kanèna sÔnolo {megalÔtero}
apì touc fusikoÔc N kai {mikrìtero} apì touc pragmatikoÔc
R. Me �lla lìgia, k�je mh arijm simo sÔnolo perièqei èna
uposÔnolo isodÔnamo me to R.

• O Gödel èdeixe to 1937 ìti h Upìjesh tou SuneqoÔc eÐnai
sumbat  me ta axi¸mata thc sunolojewrÐac (�ra den up�rqei
apìdeixh ìti h upìjesh den isqÔei).

• O Cohen èdeixe to 1963 ìti h �rnhsh thc Upìjeshc tou Sune-
qoÔc eÐnai epÐshc sumbat  me ta axi¸mata thc sunolojewrÐac
(�ra den up�rqei apìdeixh ìti h upìjesh isqÔei).

Sunep¸c h upìjesh tou suneqoÔc den mporeÐ na apodeiqteÐ !!!


