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1 Ôï Èåþñçìá ôçò Êõñéáñ÷ßáò

Ôï Èåþñçìá ôçò Êõñéáñ÷ßáò, Þ äéáöïñåôéêÜ, ôï Êåíôñéêü Èåþñçìá (The Master Theorem),
áðïôåëåß ìéá ìÝèïäï åðßëõóçò áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò

T (n) = aT (n=b) + f(n);

üðïõ a ≥ 1 êáé b > 1 óôáèåñÝò êáé f(n) ìéá áóõìðôùôéêÜ èåôéêÞ óõíÜñôçóç.

Ç ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðåñéãñÜöåé ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò åíüò £äéáßñåé êáé âáóßëåõå¤
áëãïñßèìïõ ðïõ äéáéñåß ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá ìåãÝèïõò n óå a õðïðñïâëÞìáôá ìåãÝèïõò n=b,
êáèÝíá áðü ôá ïðïßá åðéëýåôáé óå ÷ñüíï T (n=b), åíþ ôï êüóôïò ôçò äéáßñåóçò êáèþò êáé ôçò
óýíèåóçò ôùí åðéìÝñïõò áðïôåëåóìÜôùí ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôçò ôåëéêÞò ëýóçò äßíåôáé áðü ôç
óõíÜñôçóç f(n). Ôï èåþñçìá äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

Èåþñçìá 1.1 ¸óôù a ≥ 1 êáé b > 1 óôáèåñÝò, f(n) ìéá áóõìðôùôéêÜ èåôéêÞ óõíÜñôçóç êáé
T (n) ìéá óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé åðß ôùí ìç áñíçôéêþí áêåñáßùí óýìöùíá ìå ôçí áíáäñïìéêÞ
ó÷Ýóç

T (n) = aT (n=b) + f(n):

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç óõíÜñôçóç T (n) öñÜóóåôáé áóõìðôùôéêÜ ùò åîÞò:

1. Áí f(n) = O(nlogb a−�) ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ � > 0, ôüôå T (n) = Θ(nlogb a).

2. Áí f(n) = Θ(nlogb a), ôüôå T (n) = Θ(nlogb a log n).

3. Áí f(n) = Ω(nlogb a+�) ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ � > 0, êáé áí a f(n=b) ≤ c f(n) ãéá êÜðïéá
èåôéêÞ óôáèåñÜ c < 1 ãéá êÜèå n áðü êÜðïéá ôéìÞ êáé ðÜíù, ôüôå T (n) = Θ(f(n)).

Óôçí åðüìåíç åíüôçôá èá åöáñìüóïõìå óôï Èåþñçìá ôçò Êõñéáñ÷ßáò ãéá ôçí åðßëõóç êÜðïéùí
áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí. Ðñþôá üìùò áò êáôáíïÞóïõìå ôç óçìáóßá ôïõ. Ðáñáôçñïýìå üôé óå
êÜèå ðåñßðôùóç óõãêñßíïõìå ôç óõíÜñôçóç f(n) ìå ôç óõíÜñôçóç nlogb a êáé óå êÜèå ðåñßðôùóç
ç ëýóç ôçò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé ç áóõìðôùôéêÜ ìåãáëýôåñç áðü ôéò äýï óõíáñôÞóåéò.
Ðñïóï÷Þ üìùò: äåí áñêåß ìéá áðü ôéò äýï íá åßíáé ìåãáëýôåñç, áëëÜ ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñç
áðü ôçí Üëëç. ¸ôóé, óôçí ðåñßðôùóç (1) ç f(n) åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñüôåñç áðü ôçí nlogb a

(óõãêåêñéìÝíá êáôÜ n�, ãéá êÜðïéï � > 0), ïðüôå ç ëýóç ôçò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé
T (n) = Θ(nlogb a). Óôçí ðåñßðôùóç (2) ïé äýï óõíáñôÞóåéò åßíáé ôçò ßäéáò ôÜîçò ìåãÝèïõò ïðüôå
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ç ëýóç ôçò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé T (n) = Θ(nlogb a log n). ÔÝëïò, óôçí ðåñßðôùóç (3),
ç óõíÜñôçóç f(n) åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñç áðü ôçí nlogb a (óõãêåêñéìÝíá êáôÜ n�, ãéá
êÜðïéï � > 0), êáé åðéðëÝïí èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç óõíèÞêç £êáíïíéêüôçôáò¤ a f(n=b) ≤ c f(n),
ìéá óõíèÞêç ðïõ éêáíïðïéïýí ïé ðåñéóóüôåñåò ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíåò óõíáñôÞóåéò ðïõ èá
óõíáíôÞóïõìå. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ç ëýóç ôçò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé T (n) =

Θ(f(n)).

2 Åöáñìüãç ôïõ È. Êõñéáñ÷ßáò

Óôç óõíÝ÷åéá èá åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá ôçò Êõñéáñ÷ßáò ãéá íá ëýóïõìå ìåñéêÝò áíáäñï-
ìéêÝò åîéóþóåéò:

1. T (n) = 9T (n=3) + n.

Åßíáé a = 9; b = 3; f(n) = n, ïðüôå nlog3 9 = n2 êáé f(n) = O(n2−�); üðïõ � èåôéêÞ ìéêñÞ
óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). ¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (1) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò
T (n) = Θ(n2) .

2. T (n) = T (2n=3) + 1.

Åßíáé a = 1; b = 3=2; f(n) = 1, ïðüôå nlog3=2 1 = n0 = 1 êáé f(n) = Θ(1): ¢ñá
åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (2) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò T (n) = Θ(log n).

3. T (n) = 3T (n=4) + n log n.

Åßíáé a = 3; b = 4; f(n) = n log n, ïðüôå nlog4 3 = n0:793 êáé f(n) = Ω(n0:793+�);
üðïõ � èåôéêÞ ìéêñÞ óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). Åðßóçò, af(n=b) = 3(n=4) log(n=4) =
3
4
n log(n=4) ≤ 3

4
n log n = cf(n); üðïõ c = 3

4
; ãéá éêáíïðïéçôéêÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n.

¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (3) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. ¢ñá T (n) = Θ(n log n).

4. T (n) = 4T (n=2) + n.

Åßíáé a = 4; b = 2; f(n) = n, ïðüôå nlog4 2 = n2 êáé f(n) = O(n2−�); üðïõ � èåôéêÞ ìéêñÞ
óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). ¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (1) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò
T (n) = Θ(n2) .

5. T (n) = 3T (n=2) + n.

Åßíáé a = 3; b = 2; f(n) = n, ïðüôå nlog3 2 = n1:59 êáé f(n) = O(n1:59−�); üðïõ � èåôéêÞ
ìéêñÞ óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). ¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (1) ôïõ ÈåùñÞìáôïò.
Óõíåðþò T (n) = Θ(n1:59) .

6. T (n) = 4T (n=2) + n2.

Åßíáé a = 4; b = 2; f(n) = n2, ïðüôå nlog4 2 = n2 êáé f(n) = Θ(n2). ¢ñá åöáñìüæåôáé ç
ðåñßðôùóç (2) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò T (n) = Θ(n2 log n) .
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7. T (n) = 4T (n=2) + n3.

Åßíáé a = 4; b = 2; f(n) = n3, ïðüôå nlog4 2 = n2 êáé f(n) = Ω(n2+�); üðïõ � èåôéêÞ
ìéêñÞ óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). Åðßóçò, af(n=b) = 3(n=2)3 = 1

2
n3 = cf(n); üðïõ

c = 1
2
; ãéá éêáíïðïéçôéêÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n. ¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (3) ôïõ

ÈåùñÞìáôïò. ¢ñá T (n) = Θ(n3).

8. T (n) = T (n− 1) + n.

H áíáäñïìéêÞ åîßóùóç T (n) = T (n−1)+n, äåí åßíáé ôçò ìïñöÞò T (n) = aT (n=b)+f(n),
óõíåðþò äåí åöáñìüæåôáé ôï Èåþñçìá ôçò Êõñéáñ÷ßáò. Ç åîßóùóç áõôÞ ìðïñåß íá ëýèåé,
ãéá ðáñÜäåéãìá, ìå åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò åðáíÜëçøçò.

9. T (n) = 2T (n=2) + n log n.

Åßíáé a = 2; b = 2; f(n) = n log n, ïðüôå nlog2 2 = n êáé f(n) = Ω(n), ùóôüóï f(n)

nlogb a =
n logn
n = log n äçëáäÞ ç f(n) äåí åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñç áðü ôçí nlog2 2. ¢ñá äåí

åöáñìüæåôáé ôï Èåþñçìá ôçò Êõñéáñ÷ßáò. Ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìðïñåß íá ëõèåß, ãéá
ðáñÜäåéãìá, ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò åðáíÜëçøçò.

10. T (n) = 8T (n=2) + n.

Åßíáé a = 8; b = 2; f(n) = n, ïðüôå nlog2 8 = n3 êáé f(n) = O(n3−�); üðïõ � èåôéêÞ ìéêñÞ
óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). ¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (1) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò
T (n) = Θ(n3) .

11. T (n) = 9T (n=3) + n2.

Åßíáé a = 9; b = 3; f(n) = n2, ïðüôå nlog3 9 = n2 êáé f(n) = Θ(n2). ¢ñá åöáñìüæåôáé ç
ðåñßðôùóç (2) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò T (n) = Θ(n2 log n) .

12. T (n) = 2T (n=3) + n=2.

Åßíáé a = 2; b = 3; f(n) = n=2, ïðüôå nlog3 2 = n0:631 êáé f(n) = Ω(n0:631+�); üðïõ �
èåôéêÞ ìéêñÞ óôáèåñÜ (ð.÷. � = 0:2). Åðßóçò, af(n=b) = 2n=3

2
= 2

3
n=2 = cf(n); üðïõ

c = 2
3
; ãéá éêáíïðïéçôéêÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n. ¢ñá åöáñìüæåôáé ç ðåñßðôùóç (3) ôïõ

ÈåùñÞìáôïò. ¢ñá T (n) = Θ(n=2) = Θ(n).

13. T (n) = T (n=2) + 1.

Åßíáé a = 1; b = 2; f(n) = 1, ïðüôå nlog2 1 = n0 = 1 êáé f(n) = Θ(1). ¢ñá åöáñìüæåôáé
ç ðåñßðôùóç (2) ôïõ ÈåùñÞìáôïò. Óõíåðþò T (n) = Θ(log n) .
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